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Perché?

Perché alcuni sistemi fisiologici lavorano di per sé in 

frequenza (es. sistema uditivo); perché si possono 

estrarre numerose informazioni funzionali e 

fisio/patologiche nel dominio frequenziale (es. HRV 

analysis, EEG analysis, speech, ecc.) 
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Ma anche per necessità di analisi: rimozione degli artefatti che non si sovrappongono (almeno in 

parte) in frequenza con lo spettro del segnale di interesse (es. frequenza di rete elettrica)
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Si sa poi che la sequenza di uscita (y) di un 

sistema lineare tempo invariante è ottenibile dalla 

convoluzione tra la risposta impulsiva del sistema 

stesso (h) per il suo ingresso (x), e la stessa 

uscita y è pari all’antitrasformata del prodotto, nel 

dominio di Fourier, tra le trasformate di h e x.
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La trasformata è una funzione della variabile continua 𝑓.

È possibile esprimere la TF della sequenza in funzione della frequenza normalizzata 𝐹 = 𝑓𝑇.

La TF risulta periodica in 𝑓 di periodo 𝑓0 = 1/𝑇 infatti:

ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇

ത𝑋 𝑓 +
1

𝑇
= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒
−𝑗2𝜋𝑛 𝑓+

1
𝑇

𝑇
= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇𝑒−𝑗2𝜋𝑛 = ത𝑋 𝑓

Iniziamo direttamente dalla definizione della Trasformata di Fourier di una sequenza, 

tralasciando il dominio del tempo continuo:
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L’operazione inversa (antitrasformata) permette di ricavare la sequenza 𝑥 𝑛  a partire dalla 

trasformata di Fourier ത𝑋 𝑓

La relazione ricorda quella che si ottiene per i segnali tempo continui, con la differenza che 

l’integrale è esteso ad un solo periodo della ത𝑋(𝑓).

Questo implica che la sequenza può essere ricostruita utilizzando le frequenze comprese 

nell’intervallo finito − Τ1
2𝑇 , Τ1

2𝑇 = [− ൗf0
2 , ൗf0

2]
Questo fatto si può spiegare pensando alla periodicità della trasformata per cui le informazioni 

significative per la ricostruzione del segnale sono ottenibili analizzando un solo periodo della 

trasformata.

Se utilizziamo la frequenza normalizzata il periodo base si riduce all’intervallo di 𝑓𝑇, −
1

2
,

1

2

𝑥 𝑛 = න
−1/2𝑇

1/2𝑇

ത𝑋 𝑓 𝑒𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 𝑑𝑓
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Per esempio, scegliamo una frequenza di campionamento pari a 4Hz = Τ1
𝑇 quindi con un tempo di 

campionamento 𝑇 = 0.25 𝑠𝑒𝑐. Con questo campionamento l’intervallo di frequenze utilizzabili per ricostruire la 

sequenza è −2𝐻𝑧, 2𝐻𝑧 . Consideriamo una oscillazione sinusoidale a frequenza f1 = 1𝐻𝑧. Allora, dato 𝑇, questa 

oscillazione è indistinguibile da tutte quelle a frequenza 1𝐻𝑧 + 𝑘 ∗ 4𝐻𝑧, con 𝑘 intero: quindi 5𝐻𝑧, 9𝐻𝑧 etc. 

La figura a sinistra mostra come le due oscillazioni a 1𝐻𝑧 

(linea blu) e 5𝐻𝑧 (linea verde) diano origine alla stessa 

sequenza se campionate con T = 0.25 𝑠𝑒𝑐. Questo fenomeno 

porta poi al problema dell’aliasing, sostanzialmente quando 

avviene un sottocampionamento del segnale.

La periodicità di ത𝑋(𝑓) implica che due oscillazioni a frequenza 𝑓1 e 𝑓1 + 𝑘/𝑇, con 𝑓1 generico, sono sempre  

equivalenti Ɐ 𝑘 ∈ 𝑁 

𝑒
𝑗2𝜋𝑛 𝑓1+

𝑘
𝑇

𝑇
= 𝑒𝑗2𝜋𝑛𝑓1𝑇𝑒𝑗2𝜋𝑛𝑘 = 𝑒𝑗2𝜋𝑛𝑓1𝑇



(n)

n
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ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝛿[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = 1



a
a

n

n

−
=

+

= 1

1

0

Visto che
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ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 =
1

𝑇
෍

𝑛=0

∞

𝑒−𝑛 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 =
1

𝑇
෍

𝑛=0

∞

𝑒− 1+𝑗2𝜋𝑓𝑇 𝑛 =
1

𝑇
∗

1

1 − 𝑒− 1+𝑗2𝜋𝑓𝑇

𝑠 𝑛 =
1

𝑇
𝑒−𝑛𝑢[𝑛]



Da queste figure si vede la periodicità della TF

Quello che solitamente viene rappresentato è l’intervallo di frequenze in un periodo 

(quindi da − ൗ𝑓𝑐
2 a ൗ𝑓𝑐

2 dove 𝑓𝑐 = 1/𝑇 è la frequenza di campionamento)
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𝑠 𝑛 = 𝑢 𝑛 − 𝑢[𝑛 − 5]

0 4

1

𝑛

𝑠 𝑛

ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=0

4

𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=0

4

𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑇 𝑛
=

=
1 − 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑇5

1 − 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑇
=

𝑒−𝑗𝜋𝑓𝑇5

𝑒−𝑗𝜋𝑓𝑇

𝑒𝑗𝜋𝑓𝑇5 − 𝑒−𝑗𝜋𝑓𝑇5

𝑒𝑗𝜋𝑓𝑇 − 𝑒−𝑗𝜋𝑓𝑇
= 𝑒−𝑗4𝜋𝑓𝑇

sin(𝜋𝑓𝑇5)

sin(𝜋𝑓𝑇)
෍

𝑛=0

𝑁−1

𝑎𝑛 =
1 − 𝑎𝑁

1 − 𝑎

Visto che



Così come nel caso dei segnali a tempo continuo, così nel caso di sequenze è possibile estendere la 

TF a sequenze periodiche introducendo la delta di Dirac

Per trovare quanto vale questa sommatoria bisogna ricordare lo Sviluppo in Serie del pettine di Delta 

di Dirac 

Da cui trasformando ambo i membri (utilizzando la proprietà di traslazione nel tempo, a sinistra, e 

quella di modulazione, a destra)

Per esempio nel caso della sequenza costante 𝑥 𝑛 = 1

ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇

෍

𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑡 − 𝑛𝑇 =
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑡/𝑇

෍

𝑛=−∞

∞

𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑛𝑇 =
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝛿 𝑓 −
𝑘

𝑇
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Traslazione nel tempo Modulazione



x n[ ] =1  F¬ ®¾   X f( ) =
1

T
d f -

k

T

æ

è
ç

ö

ø
÷

k=-¥

+¥

å

Quindi la trasformata di Fourier della sequenza costante è un pettine di Delta e nel periodo centrale è 

una delta in 𝑓 = 0. Questo risultato è analogo alla TCF di una costante.

Di conseguenza, semplificando, la TF di una sequenza può essere vista come la periodicizzazione 

della TCF corrispondente

𝑓𝑛

Esempi di TF di sequenze
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Segnale Esponenziale complesso discreto

Ripercorrendo l’approccio usato per la sequenza costante e sostituendo a 𝑓 → 𝑓 − 𝑓0

Esempi di TF di sequenze
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ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑒𝑗2𝜋𝑛𝑓0𝑇 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑒−𝑗2𝜋𝑛(𝑓−𝑓0)𝑇𝑥 𝑛 = 𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑛

ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑒−𝑗2𝜋𝑛(𝑓−𝑓0)𝑇 =
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝛿 𝑓 − 𝑓0 −
𝑘

𝑇



Segnale Cosinusoidale a Tempo Discreto

Dove sono state applicate le formule di Eulero, sfruttato il 

risultato precedentemente usato per la sequenza costante, e 

sostituendo a 𝑓 → 𝑓 − 𝑓0

Esempi di TF di sequenze
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ത𝑋 𝑓 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥[𝑛] 𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞
𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓0𝑇 − 𝑒𝑗2𝜋𝑛𝑓0𝑇

2
𝑒−𝑗2𝜋𝑛𝑓𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞
𝑒−𝑗2𝜋𝑛(𝑓+𝑓0)𝑇 − 𝑒−𝑗2𝜋𝑛(𝑓−𝑓0)𝑇

2

=
1

2𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝛿 𝑓 + 𝑓0 −
𝑘

𝑇
+ 𝛿 𝑓 − 𝑓0 −

𝑘

𝑇

𝑥 𝑛 = cos(2𝜋𝑓0𝑛𝑇)

𝑓

𝑓



Nella pratica si usano sequenze di durata finita: esse possono essere viste come l’osservazione limitata 

temporalmente di una sequenza infinita 𝑥 𝑛 .

Questa operazione prende il nome di operazione di troncamento e matematicamente può essere descritta 

come il prodotto della sequenza 𝑥 𝑛  per una finestra di osservazione w 𝑛 , pari a zero per 𝑛 esterni 

all’intervallo di osservazione.

Per vedere come sono legate le trasformate di 𝑥 𝑛  e della sua versione troncata w 𝑛 𝑥 𝑛  si deve ricorrere 

alla proprietà del prodotto nel tempo della TF, per cui 

( )

( )fWnw

fXnx

TF

TF





][

][

TF di sequenze troncate
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𝑤 𝑛 𝑥 𝑛 ⇔ න

−1/2𝑇

1/2𝑇

ഥ𝑊 𝛼 ത𝑋 𝑓 − 𝛼 𝑑𝛼( )

( )fWnw

fXnx

TF

TF





][

][



Supponendo che la finestra sia semplicemente una finestra rettangolare, quindi una rect(), la sua TF 

risulterà simile ad una sinc(), il risultato della convoluzione tra le TF della serie e della finestra è il 

seguente:

Visto che il contenuto frequenziale delle sinc() diminuisce all’aumentare di T e si concentra attorno allo 

zero, la stima migliore della TF della sequenza di partenza si ottiene utilizzando una finestra di 

osservazione maggiore

Consideriamo ad esempio la TF  di 𝑥 𝑛 = cos(2𝜋𝑓0𝑛𝑇) 

Si trova che questa, nel periodo base, è data due delta di Dirac centrate in −𝑓0 e 𝑓0  

TF di sequenze troncate
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In seguito considereremo la Trasformata di Fourier di 

una sequenza finita.

Questa sarà ottenuta come Trasformata Discreta di 

Fourier (TDF) della ideale periodicizzazione della 

sequenza originaria. 

Questo ci permetterà di descriverne il contenuto 

frequenziale tramite un numero finito e discreto di 

coefficienti, quindi di poter sfruttare la TF nel mondo 

digitale e di applicare la TF a segnali digitali. .

Trasformata Discreta di Fourier (TDF)
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Queste sono funzioni oscillanti, periodiche di periodo 𝑁0/𝑘 

Consideriamo una sequenza infinita e periodica di periodo 𝑁0 tale per cui 

Trasformata Discreta di Fourier (TDF)
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Per rappresentare tale sequenza si possono utilizzare 𝑁0 sequenze complesse del tipo

෤𝑥 𝑛𝑇 = ෤𝑥 𝑛 + 𝑁0 𝑇𝑐

𝑒𝑘 𝑛 = 𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑛

𝑁0

Scrivendo in modo diverso la funzione oscillante, 

si individua la frequenza di oscillazione f𝑘 

Le frequenze sono multiple della frequenza fondamentale 1/(𝑁0𝑇𝑐) 
Tali frequenze vengono dette “armoniche”.

Inoltre, è possibile ricorrere a delle frequenze normalizzate rispetto al tempo di campionamento F𝑘 = 𝑓𝑘𝑇𝑐 =
𝑘

𝑁0
 

e a delle associate pulsazioni 𝜔𝑘 = 2𝜋𝑓𝑘 =
2𝜋𝑘

𝑁0𝑇
e pulsazioni normalizzate Ω𝑘 = 2𝜋𝑓𝑘𝑇𝑐 =

2𝜋𝑘

𝑁0

𝑒𝑘[𝑛] = 𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑛𝑇𝑐

𝑁0𝑇𝑐
f𝑘 =

𝑘

𝑁0𝑇𝑐

Vista la periodicità delle funzioni oscillanti è sufficiente utilizzarne solo 𝑁0, con 𝑘 = 0, 1, … , 𝑁0 − 1
Le componenti all’esterno di questo intervallo sono infatti indistinguibili da quelle all’interno



Questo risultato è analogo a quanto visto per la Trasformata di Fourier di una sequenza: anche in quel 

caso la Trasformata era periodica e la sequenza era univocamente determinata dalle componenti 

all’interno di un periodo in frequenza 

Infatti si può verificare la periodicità delle sequenze:

Trasformata Discreta di Fourier
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𝑒𝑘+𝑁0
𝑛 = 𝑒

𝑗2𝜋 𝑘+𝑁0 𝑛𝑇𝑐
𝑁0𝑇𝑐 = 𝑒

𝑗2𝜋𝑘𝑛𝑇𝑐
𝑁0𝑇𝑐 𝑒

𝑗2𝜋𝑁0𝑛𝑇𝑐
𝑁0𝑇𝑐 = 𝑒

𝑗2𝜋𝑘𝑛𝑇𝑐
𝑁0𝑇𝑐 𝑒𝑗2𝜋𝑛 = 𝑒

𝑗2𝜋𝑘𝑛𝑇𝑐
𝑁0𝑇𝑐

𝑒𝑗2𝜋𝑛 = 1 ∀ 𝑛 ∈ ℵ



La Trasformata Discreta di Fourier (TDF) di una sequenza periodica, detta anche Serie Discreta di Fourier 

(SDF), si esprime con la seguente sommatoria

Il fatto di avere un numero finito di oscillazioni deriva dal fatto che:

- in ogni periodo della sequenza è presente un numero finito di campioni

- le funzioni sono periodiche

TDF ovvero Serie Discreta di Fourier
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෤𝑥 𝑛 = ෍

𝑘=0

𝑁0−1

෨𝑋(𝑘) 𝑒
−

𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁0

Simmetricamente, i coefficienti della TDF della sequenza periodica sono dati da

෨𝑋(𝑘)  =
1

𝑁0
෍

𝑛=0

𝑁0−1

෤𝑥 𝑛 𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑛

𝑁0

Per quanto riguarda la notazione, si indicheranno i coefficienti della TDF come ෨𝑋(𝑘) o ෨𝑋𝑘



I coefficienti della TDF sono periodici di periodo 𝑁0 infatti

TDF o SDF
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෨𝑋 𝑘 + 𝑁0 =
1

𝑁0
෍

𝑛=0

𝑁0−1

෤𝑥 𝑛 𝑒
−

𝑗2𝜋 𝑘+𝑁0 𝑛
𝑁0 = ෍

𝑛=0

𝑁0−1

෤𝑥 𝑛 𝑒
−

𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁0 𝑒−𝑗2𝜋𝑛 = ෍

𝑛=0

𝑁0−1

෤𝑥 𝑛 𝑒
−

𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁0 = ෨𝑋 𝑘

𝑒𝑗2𝜋𝑛 = 1 ∀ 𝑛 ∈ ℵ

La periodicità dei coefficienti della TDF implica che sono sufficienti 𝑁0 campioni di ෨𝑋 𝑘  per avere 

tutte le informazioni sul contenuto frequenziale della sequenza: in particolare è possibile scegliere 

l’intervallo [0, 1, … , 𝑁0 − 1] oppure un intervallo centrato attorno allo zero.

N.B.  Nel caso di 𝑁0 pari, non è possibile avere un intervallo perfettamente simmetrico.



Trasformata Discreta di Fourier
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Frequenze delle funzioni oscillanti

𝑁0 pari:    

Intervallo “centrato” attorno allo zero

Frequenze delle funzioni normalizzate

Intervallo “centrato” attorno allo zero

𝑓𝑘 = 0,
1

𝑁0𝑇
,

2

𝑁0𝑇
, … ,

𝑁0 − 1

𝑁0𝑇

𝑓𝑘 = −
Τ𝑁0 − 1 2

𝑁0𝑇
, … , 0, … ,

(𝑁0 − 1)/2

𝑁0𝑇

𝑁0 dispari:

𝑓𝑘 = −
Τ𝑁0 2

𝑁0𝑇
, … , 0, … ,

Τ𝑁0 2 − 1

𝑁0𝑇

𝐹𝑘 = 𝑓𝑘𝑇 = 0,
1

𝑁0
,

2

𝑁0
, … ,

𝑁0 − 1

𝑁0

𝐹𝑘 = −
Τ𝑁0 − 1 2

𝑁0
, … , 0, … ,

(𝑁0 − 1)/2

𝑁0

𝑁0 dispari:

𝑁0 pari:    

𝐹𝑘 = −
Τ𝑁0 2

𝑁0
, … , 0, … ,

Τ𝑁0 2 − 1

𝑁0



Consideriamo la sequenza periodica

La sequenza è periodica di periodo 𝑁0 = 8

Potremmo utilizzare la formula  

In questo semplice caso possiamo anche utilizzare la formula di 

Eulero e confrontare il risultato con l’equazione di sintesi:

Esempi di TDF
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ሚ𝑆 𝑘 =
1

𝑁0
෍

𝑛=0

𝑁0−1

𝑠 𝑛 𝑒
−

𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁0

𝑠 𝑛 = 3 sin
2𝜋𝑛

8

𝑠[𝑛] = ෍

𝑘=0

𝑁0−1

ሚ𝑆(𝑘) 𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑛

𝑁0

𝑠 𝑛 = 3 sin
2𝜋𝑛

8
=

3

2𝑗
𝑒𝑗

2𝜋𝑛
8 −

3

2𝑗
𝑒−𝑗

2𝜋𝑛
8 =

3

2
𝑒−𝑗

𝜋
2𝑒𝑗

2𝜋𝑛
8 +

3

2
𝑒𝑗𝜋𝑒−𝑗

𝜋
2𝑒−𝑗

2𝜋𝑛
8 =

3

2
𝑒−𝑗

𝜋
2𝑒𝑗

2𝜋𝑛
8 +

3

2
𝑒𝑗

𝜋
2𝑒−𝑗

2𝜋𝑛
8

Svolgendo la formula di Eulero:



Confrontiamo con l’equazione di sintesi, che espandiamo per semplificare tale operazione di confronto

N.B. L’equazione di sintesi (antitrasformata) fa uso dei coefficienti tra 0 e 𝑁0 − 1, 

mentre la formula di Eulero presenta un termine per k = −1

Esempi di TDF
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𝑠 𝑛 = ሚ𝑆 0 + ሚ𝑆 1 𝑒𝑗
2𝜋𝑛

8 + ሚ𝑆 2 𝑒𝑗
4𝜋𝑛

8 + ሚ𝑆 3 𝑒𝑗
6𝜋𝑛

8 + ሚ𝑆 4 𝑒𝑗
4𝜋𝑛

8 + ሚ𝑆(5) 𝑒𝑗
10𝜋𝑛

8 + ሚ𝑆(6) 𝑒𝑗
12𝜋𝑛

8 + ሚ𝑆(7) 𝑒𝑗
14𝜋𝑛

8

Ricordando che usando la formula di Eulero si era ottenuto 𝑠 𝑛 =
3

2
𝑒−𝑗

𝜋

2𝑒𝑗
2𝜋𝑛

8 +
3

2
𝑒𝑗

𝜋

2𝑒−𝑗
2𝜋𝑛

8

Dal confronto si evince che ሚ𝑆 1 =
3

2
𝑒−𝑗

𝜋

2

Infatti, data la periodicità dei coefficienti possiamo scrivere ሚ𝑆 −1 = ሚ𝑆 −1 + 𝑁0 = ሚ𝑆 −1 + 8 =
3

2
𝑒𝑗

𝜋

2

𝑒𝑗
14𝜋𝑛

8 = 𝑒−𝑗
2𝜋𝑛

8

Possiamo quindi scegliere una delle seguenti rappresentazioni 

oppure

A seconda che si scelga un intervallo frequenziale simmetrico e centrato rispetto a f = 0, o meno

ሚ𝑆 −1 =
3

2
𝑒𝑗

𝜋
2  ;  ሚ𝑆 1 =

3

2
𝑒−𝑗

𝜋
2 ሚ𝑆 1 =

3

2
𝑒−𝑗

𝜋
2  ;  ሚ𝑆 7 =

3

2
𝑒𝑗

𝜋
2

Eq. Di sintesi 𝑠[𝑛] = σ𝑘=0
𝑁0−1 ሚ𝑆(𝑘) 𝑒

𝑗2𝜋𝑘𝑛

𝑁0



Di seguito le due rappresentazioni dei coefficienti della TDF

Esempi di TDF
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0      1       2       3       4        5       6      7 0      1       2       3       4        5       6      7



Le rappresentazioni precedenti sono in funzione di k, mentre nel caso venisse specificato un tempo tra i 

campioni, ad esempio 𝑇𝑐 = 0.5𝑠, i grafici potrebbero essere effettuati in funzione della frequenza f

Esempi di TDF
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f f

Perché f è nell’intervallo [−1, 0.75]? Perché 𝛿𝑓 = 𝑓𝑘 − 𝑓𝑘−1 = 0.25 ?



Vediamo la TDF di un’onda quadra discreta ottenuta periodicizzando la sequenza x 𝑛 = [1 1 1 1 0 0 0 0]

Esempi di TDF
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0 1 

1 

n 

][~ nx  

2 3 7 

෨𝑋 𝑘 =
1

𝑁0
෍

𝑛=0

𝑁0−1

𝑥 𝑛 𝑒
−

𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁0 =

1

8
෍

𝑛=0

3

𝑒−
𝑗2𝜋𝑘𝑛

8 =
1

8
෍

𝑛=0

3

𝑒−
𝑗2𝜋𝑘

8

𝑛

෨𝑋 𝑘 =

1

2
, 𝑘 = 0

1

8

1 − 𝑒−𝑗𝑘𝜋

1 − 𝑒− Τ𝑗𝑘𝜋 4
, 𝑘 ≠ 0

=

1

2
, 𝑘 = 0

1

8

𝑒− Τ𝑗𝑘𝜋 2

𝑒− Τ𝑗𝑘𝜋 8

𝑒 Τ𝑗𝑘𝜋 2 − 𝑒− Τ𝑗𝑘𝜋 2

𝑒 Τ𝑗𝑘𝜋 8 − 𝑒− Τ𝑗𝑘𝜋 8
, 𝑘 ≠ 0

=

1

2
, 𝑘 = 0

1

8
𝑒−

𝑗3𝑘𝜋
8

sin ൗ𝑘𝜋
2

sin ൗ𝑘𝜋
8

, 𝑘 ≠ 0

෍

𝑛=0

𝑁−1

𝑎𝑛 ቐ

𝑁, 𝑎 = 1

1 − 𝑎𝑁

1 − 𝑎
, 𝑎 ≠ 1

Singolo periodo 

non centrato



Il caso della TDF di una sequenza finita viene ricavato a partire dalla TDF della sequenza periodica ottenuta 

periodicizzando la sequenza finita stessa. 

Vedremo che la TDF di una sequenza finita, passando attraverso la sua periodicizzazione, permette di ottenere i 

valori della TF della sequenza per un insieme finito di valori di 𝑓.

Detta 𝑥 𝑛  la sequenza finita di lunghezza 𝑁, consideriamo la sequenza ottenuta dalla sua periodicizzazione, con 

periodo 𝑁 :

Per cui vale la seguente relazione:

TDF di una sequenza finita
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෤𝑥[𝑛] = ෍

𝑟=−∞

∞

𝑥[𝑛 − 𝑟𝑁]

𝑥 𝑛 = ቊ
෤𝑥 𝑛 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1

0, 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒

Dall’ultima relazione si vede che è possibile ricavare la sequenza finita da quella periodica: ne consegue che, a 

partire dai coefficienti della TDF della sequenza periodica, è possibile ricavare i valori della sequenza finita.

Per analogia al legame esistente nel dominio temporale tra le due sequenze, si definisce il legame tra i coefficienti 

delle due trasformate: si è visto che i coefficienti dello trasformata discreta di Fourier di una sequenza periodica, 

formano a loro volta una sequenza periodica in 𝑘. I coefficienti della TDF della sequenza finita si ottengono da 

questi ultimi secondo la seguente relazione

𝑋(𝑘) = ቊ
෨𝑋(𝑘), 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 − 1
0, 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒

Con ෨𝑋(𝑘) = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑋(𝑘 − 𝑛𝑁)



La TDF di una sequenza finita si ottiene quindi come

L’operazione inversa (antitrasformata) si esprime come

TDF di una sequenza finita
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𝑋 𝑘 =
1

𝑁0
෍

𝑛=0

𝑁0−1

𝑥 𝑛 𝑒
−

𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁0  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁0 − 1

𝑥 𝑛 = ෍

𝑘=0

𝑁0−1

𝑋 𝑘 𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑛

𝑁0  0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁0 − 1

La relazione intercorrente tra il coefficiente 𝑘 −esimo della Trasformata Discreta di Fourier della 

sequenza periodicizzata 𝑋 𝑘  e la Trasformata di Fourier della sequenza originaria ෨𝑋(𝑘), può essere 

espressa con la relazione di campionamento in frequenza per cui 

𝑋 𝑘 =
1

𝑁0

෨𝑋
𝑘

𝑁0𝑇

dove 𝑁0 è il numero di campioni della sequenza originaria. 



La TDF di una sequenza finita può essere calcolata 

utilizzando algoritmi, computazionalmente efficienti, 

quali gli algoritmi Fast Fourier Transform (FFT).

L’efficienza degli algoritmi FFT consiste nel numero di 

operazioni necessarie per calcolare la TDF di una 

sequenza finita di 𝑁 campioni, infatti:

- il calcolo della TDF, a partire dalla definizione, implica 

l’utilizzo di 8𝑁2 − 2𝑁 operazioni 

- tramite algoritmi FFT si arriva a 8log2 N + 6N 

operazioni

Tale velocità di calcolo giustifica l’utilizzo di algoritmi 

FFT per il calcolo della convoluzione tra due sequenze.

TDF: algoritmo FFT
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Vedremo un esempio relativo al calcolo della TDF di alcune sequenze finite.

La funzione che calcola la TDF di una sequenza finita in MATLAB prende il nome di 𝑓𝑓𝑡() 

Se la sequenza finita viene memorizzata in un vettore 𝑥 di 𝑁 elementi, il comando 𝑋 = 𝑓𝑓𝑡(𝑥) fornisce 

nel vettore 𝑋 di 𝑁 elementi, i coefficienti della TDF, previa divisione per il numero di campioni 𝑁

TDF tramite FFT in ambiente Matlab
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L’algoritmo dal punto di vista computazionale è 

particolarmente efficiente se 𝑁 è uguale ad una potenza di 2

Quando eseguiamo il comando 𝑋 = 𝑓𝑓𝑡(𝑥) con 𝑥 il vettore contenente la sequenza di ingresso

la prima posizione del vettore di uscita 𝑋 contiene il coefficiente 𝑁0𝑋[0], che rappresenta la componente 

continua della trasformata discreta di Fourier moltiplicata per 𝑁0, alla posizione 𝑘 il vettore contiene il 

coefficiente 𝑁0𝑋[𝑘 − 1]

Ovvero otteniamo il valore della TDF moltiplicata per 𝑁0 e in uno specifico intervallo di frequenze  

𝑓𝑘 = 0,
1

𝑁0𝑇
,

2

𝑁0𝑇
, … ,

𝑁0 − 1

𝑁0𝑇



Per ottenere il valore della TDF corretto dovremmo dividere per 𝑁0

𝑋 = ൘𝑓𝑓𝑡 𝑥
𝑁0

Volendo che il vettore 𝑋 sia centrato rispetto all’origine 𝑓 = 0, indipendentemente dal fatto che 𝑁0 sia 

pari o dispari, si può utilizzare la funzione 𝑓𝑓𝑡𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡()
si noti che 𝑓𝑓𝑡𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡() riordina solamente gli elementi di 𝑋, quindi quelli della trasformata

Per esempio:

TDF tramite FFT in ambiente Matlab
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Si consideri la sequenza ottenuta campionando con 𝑇𝑐 = 0.5𝑠 il segnale tempo continuo 𝑠 𝑡 = cos Τ2𝜋𝑡 8 . 

Calcolare la TDF utilizzando il comando 𝑓𝑓𝑡()

TDF tramite FFT in ambiente Matlab
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ESERCIZIO DI ESEMPIO

Per trovarne il periodo si possono individuare gli interi 𝑝 e 𝑞 più piccoli tali che 

𝑝𝑇1 = 𝑞𝑇𝑐 → 𝑝 ∗ 8 = 𝑞 ∗ 0.5 → 𝑝 = 1 , 𝑞 = 16

Quindi il periodo della sequenza è 𝑝𝑇1 = 𝑞𝑇𝑐 = 8𝑠 = 𝑇1, ovvero 8 secondi (16 campioni), come il periodo 

della cosinusoide di partenza

𝑠[𝑛] = cos Τ2𝜋𝑛𝑇𝑐 8 = cos Τ2𝜋𝑛 (8𝑓𝑐) = cos( Τ2𝜋𝑛 16)

Per prima cosa si verifica che il tempo di campionamento sia corretto: 𝑇𝑐 = 0.5𝑠 → 𝑓𝑐 = 2𝐻𝑧. Essendo il segnale 

𝑠 𝑡  un coseno a frequenza 𝑓1 = Τ1 8 = 0.125𝐻𝑧 (quindi il periodo della cosinusoide è 𝑇1 = 8𝑠) la condizione di 

Nyquist è largamente soddisfatta (𝑓1 < fc/2)

Inoltre il periodo del segnale e il tempo di campionamento sono in rapporto razionale per cui la sequenza 

ottenuta dal campionamento è periodica



TDF tramite FFT in ambiente Matlab
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