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A.1 Sistemi di riferimento: coordinate cilindriche e sferiche 

 

La scelta delle coordinate cartesiane ortogonali per un sistema di riferimento non è l’unica possibile. Nello 

spazio è possibile scegliere infiniti sistemi di riferimento. Quello cartesiano ortogonale è sicuramente il più 

semplice da utilizzare in un grande numero di applicazioni. Tuttavia in molti casi è utile adottare sistemi di 

riferimento diversi da esso. I più comuni sono il sistema delle coordinate cilindriche e quello delle coordinate 

sferiche, di seguito descritti. 

 

A.1.1 Coordinate cilindriche 

 

Il sistema delle coordinate cilindriche è definito rispetto ad un usuale sistema di riferimento cartesiano x, y, z nel 

modo indicato in Fig. A.1: 

 

      
Fig. A.1. Base locale  ẑ,ˆ,ˆ  del sistema delle coordinate cilindriche (  ,  ,z)  

rispetto a quello delle coordinate cartesiane ortogonali. 
 

 

Se un punto P ha coordinate cartesiane (x, y, z), la tripla ordinata ( , , z) rappresenta le coordinate cilindriche 

del punto P. 

La coordinata  è il raggio vettore e può variare da 0 all’infinito. La coordinata  è l’ anomalia che viene 

misurata in senso antiorario rispetto al semiasse positivo Ox e può variare da 0 a 2 . La coordinata z si chiama 

quota. Il punto O si chiama polo e la semiretta Ox si chiama asse polare. 

Le coordinate cartesiane in funzione delle coordinate cilindriche sono date dalle relazioni seguenti: 

zz

seny

x cos

  Eq. (A.1) 

Le relazione che esprimono invece le coordinate cilindriche in funzione di quelle cartesiane sono: 

x

y

yx

tan

22

 Eq. (A.2) 

La Fig. A.2 riporta le superfici coordinate delle coordinate cilindriche. 
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Fig. A.2. Superfici coordinate delle coordinate cilindriche 

 

 

A.1.2 Coordinate sferiche 

 

Un altro importante sistema di riferimento non cartesiano è costituito dalle coordinate sferiche. Esso è definito 

rispetto ad un usuale sistema di riferimento cartesiano nel modo indicato in Fig. A.3: 

 

    
Fig. A.3. Base locale  ˆ,ˆ,ˆ  del sistema delle coordinate sferiche (  ,  , )  

rispetto a quello delle coordinate cartesiane ortogonali. 

 

 

Se un punto P ha coordinate cartesiane (x, y, z), la tripla ordinata ( , , ) rappresenta le coordinate sferiche del 

punto P. La coordinata  è il raggio vettore e può variare da 0 all’infinito. La coordinata  è la longitudine, che 

viene misurata in senso antiorario rispetto al semiasse positivo Ox e può variare da 0 a 2 . La coordinata  è la 

colatitudine e può variare da 0 a . Il punto O si chiama polo e l’asse Oz si chiama asse polare. Il semipiano 

appartenente al piano xz e contenente il semiasse positivo Ox si chiama semipiano polare. 

Le coordinate cartesiane in funzione delle coordinate sferiche sono date dalle relazioni:  

cos

cos

z

senseny

senx

  Eq. (A.3) 

La relazione che esprime le coordinate sferiche in funzione di quelle cartesiane è: 
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x

y

zyx

z

zyx

tan

cos
222

222

  Eq. (A.4) 

La Fig. A.4 riporta le superfici coordinate delle coordinate sferiche. 

 

 

 
Fig. A.4. Superfici coordinate delle coordinate sferiche. 

 

 

A.2 Operatori tridimensionali vettoriali 

 

Sui campi scalari e vettoriali tridimensionali è possibile definire degli operatori vettoriali impiegati nella 

descrizione di molti fenomeni. Ad esempio, le equazioni di Maxwell che descrivono tutti i fenomeni 

elettromagnetici classici (non quantistici) sono espresse tramite questi operatori.  

 

A.2.1 Operatore Nabla 

 

L’operatore vettoriale nabla è un vettore simbolico (indicato dal simbolo ) definito come: 

z
k̂

y
ĵ

x
î

z
,

y
,

x
  Eq. (A.5) 

Si tratta di un vettore le cui componenti sono gli operatori di derivazione parziale prima secondo gli assi 

coordinati. Esso rappresenta un operatore vettoriale il cui utilizzo sarà chiarito nel seguito.  

 

A.2.2 Operatore Gradiente 

 

Dato un campo scalare , il suo gradiente (indicato con la sigla grad o semplicemente col nabla) è definito come 

il vettore ottenuto applicando l’operatore nabla allo scalare suddetto: 

z
k̂

y
ĵ

x
î

z
,

y
,

x
grad   Eq. (A.6) 
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Il gradiente di uno scalare è quindi un vettore che ha per componenti le derivate parziali prime rispetto agli assi 

coordinati. Il gradiente ha la fondamentale proprietà di essere perpendicolare alla superficie  = k in ogni suo 

punto (dove k è una costante qualunque) come rappresentato in Fig. A.5: 

 

 
Fig. A.5. Perpendicolarità del vettore grad  alle superfici  = k. 

 

 

A.2.3 Operatore Divergenza 

 

Dato un campo vettoriale V , la sua divergenza (indicata con la sigla div) è definita come lo scalare dato dal 

prodotto scalare fra il vettore nabla e il vettore suddetto: 

z

V

y

V

x

V
VV div zyx

  Eq. (A.7) 

La divergenza di un vettore è quindi uno scalare formato dalla somma delle derivate parziali prime delle 

componenti del vettore rispetto agli assi coordinati nell'ordine.  

 

A.2.4 Operatore Rotore 

 

Dato un campo vettoriale V , il suo rotore (indicato con la sigla rot) è definito come il vettore ottenuto dal 

prodotto vettoriale fra il vettore nabla e il vettore suddetto: 

xyzxyz

xyxzyz

zyx
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VVV
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detVV rot

       Eq. (A.8) 

 

A.2.5 Operatore Laplaciano 

 

L'operatore laplaciano (indicato dal simbolo ) è definito come: 
2

2

2

2

2

2

2
2

zyx
  Eq. (A.9) 

 

Osservazione: 

Il laplaciano di uno scalare  è lo scalare che coincide con la divergenza del gradiente dello scalare: 
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2

2

2

2

2

2
2

zyx
)grad(div   Eq. (A.10) 

 

A.2.6 Teorema di Gauss 

 

Consideriamo un campo vettoriale A  ed una superficie chiusa S che racchiuda un volume Vol. Supponiamo che 

la superficie sia suddivisa in infiniti elementi infinitesimi di area dS ciascuno dei quali dotato di un versore n  

perpendicolare ad esso con verso orientato dall'interno all'esterno della superficie stessa (Fig. A.6).  

 

 
Fig. A.6. Flusso di un vettore A  attraverso una superficie S. 

 

 

Sotto tale ipotesi, vale il seguente teorema di Gauss (o teorema della divergenza): 

S Vol

dVAdivdS nA   Eq. (A.11) 

L'integrale di sinistra è definito anche flusso del vettore A  sulla superficie S ed il cerchietto sul segno di tale 

integrale significa che l'integrale è calcolato su tutta la superficie chiusa.  

 

A.2.6.1 Esempio di applicazione del teorema di Gauss 

 

il teorema di Gauss è un utile strumento, di validità generale, per il calcolo del campo elettrico generato da una 

distribuzione di carica libera all’interno di un mezzo dielettrico omogeneo, isotropo e lineare di permeabilità r 

(Fig. A.7). 

 
Fig. A.7. Flusso del campo elettrico E  attraverso una superficie S che racchiuda una densità di carica . 

 

 

Si considerino le seguenti grandezze: 
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S = superficie chiusa qualsiasi che racchiude una densità volumetrica di carica libera Vol/Qliblib ; 

n

E

= versore ortogonale alla superficie S, nel verso uscente. 

 = campo elettrico 

 = potenziale elettrico 

 

Poichè sussistono le seguenti relazioni: 

E   Eq. (A.12) 

r

libE
0

  Eq. (A.13) 

si ha: 

r

lib

Vol
r

lib

Vol

Q
dVoldVolEdiv

00
  Eq. (A.14) 

Quindi, il teorema di Gauss diviene: 

S
r

libQ
dS nE

0
  Eq. (A.15) 

 

A.2.7 Teorema di Stokes 

 

Consideriamo ora una superficie aperta S immersa in un campo vettoriale A. Chiamiamo C la linea orientata di 

contorno che delimita la superficie S. Supponiamo che la linea C sia suddivisa in infiniti elementi infinitesimi dl 

ciascuno dei quali è dotato di un versore m tangente ad esso e con un verso corrispondente all'orientazione del 

contorno C. Supponiamo anche che la superficie S sia suddivisa in infiniti elementi infinitesimi di area dS e che 

ogni elemento dS sia dotato di un versore unitario n perpendicolare all'elemento stesso e dotato di un verso 

corrispondente al verso di avanzamento di una vite destrorsa che segue l'orientazione del contorno C. In tali 

ipotesi vale il teorema di Stokes: 

mdlAndSrotA

S

  Eq. (A.16) 

L'integrale di sinistra è il flusso del rotore di A sulla superficie aperta e l'integrale di destra è la circuitazione (il 

simbolo circolare sull'integrale significa appunto che si integra su un percorso chiuso) del vettore A lungo il 

contorno C della superficie. Graficamente: 

 

 
 

Fig. A.8. Condizioni di applicazione del teorema di Stokes. 

 

 

A.2.8 Alcune relazioni utili tra operatori vettoriali 

 

Si riportano di seguito alcune relazioni utili che sussistono per gli operatori vettoriali:  
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rotBArotABBAdiv

rotABrotBAABBABAgrad

divVVdivgradV

VgradrotVVrot

VVVrotrotV

divgrad

divrotV

rotgrad
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)()()(
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)()(

)()(

0

0

  Eq. (A.17) 

 

 

A.3 Leggi di conservazione ed equazioni di continuità 

 

Una legge di conservazione è rappresentata da un’equazione di continuità che esprime il flusso della grandezza 

che si conserva attraverso una superficie chiusa. L'equazione di continuità può essere espressa sia come legge 

differenziale che come legge integrale. Si riportano di seguito due fondamentali leggi di conservazione. 

 

A.3.1 Legge di conservazione della carica  

 

A.3.1.1 Forma differenziale 

 

t
J

q
q   Eq. (A.18) 

dove: 

qJ = vettore del flusso di carica (vettore densità di corrente elettrica), 
22 m/A)m C/(sJq ; 

q = densità volumetrica di carica all’interno di un volume Vol racchiuso da una superficie S, ; 
3m/Cq

t = tempo. 

 

Nota: In condizioni di flusso stazionario: 

la densità di carica si conserva nel tempo: q(t) = cost  

per cui: 

0qJ   Eq. (A.19) 

 

A.3.1.2 Forma integrale 

 

La forma integrale (sul volume Vol) è data pertanto da: 

dVol
t

dVolJ

Vol

q

Vol

q   Eq. (A.20) 

Applicando il teorema di Gauss al primo membro, tale equazione può essere riscritta come: 

S Vol

qq dVol
t

dS nJ   Eq. (A.21) 

ossia: 
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dVol
t

I

Vol

q   Eq. (A.22) 

con I = corrente elettrica. 

Pertanto, si ha il seguente enunciato della legge di conservazione della carica: 

il flusso della densità di corrente elettrica (ossia: la corrente elettrica) attraverso una qualunque superficie 

chiusa S è pari alla variazione temporale della carica contenuta nel volume racchiuso da S. 

 

A.3.2 Legge di conservazione della massa 

 

A.3.2.1 Forma differenziale 

 

t
J m

m   Eq. (A.23) 

dove: 

mJ = vettore del flusso di massa (vettore densità di ‘corrente di massa’), ad esempio dove mol 

rappresenta un numero di moli; 

)m mol/(sJm
2

m = densità volumetrica di massa all’interno di un volume Vol racchiuso da una superficie S, ; 
3m/molm

t = tempo. 

 

Nota: In condizioni di flusso stazionario: 

la densità di massa si conserva nel tempo: m(t) = cost  

per cui: 

0mJ   Eq. (A.24) 

 

A.3.2.2 Forma integrale 

 

La forma integrale (sul volume Vol) è data pertanto da: 

dVol
t

dVolJ

Vol

m

Vol

m   Eq. (A.25) 

Applicando il teorema di Gauss al primo membro, tale equazione può essere riscritta come: 

S Vol

mm dVol
t

dS nJ   Eq. (A.26) 

Pertanto, si ha il seguente enunciato della legge di conservazione della massa: 

il flusso della densità di ‘corrente di massa’ attraverso una qualunque superficie chiusa S è pari alla variazione 

temporale della massa contenuta nel volume racchiuso da S. 
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