
Regolazione e Controllo dei Sistemi Meanii � 02-07-2009Si onsideri il sistema meanio riportato in Figura 1.
Figura 1: Shema meanio.Esso è ostituito da una piattaforma in grado di ruotare attorno ad un asse orizzontale sulla qualesorre una massa m. Si indihi on θ l'angolo di rotazione della piattaforma rispetto al piano orizzontalee on x la distanza della massa dall'asse di rotazione. La piattaforma è ollegata all'asse di rotazioneattraverso una molla torsionale di ostante elastia k e posizione di riposo θ = 0. Una massa è liberadi sorrere sulla piattaforma rimanendo ollegata all'asse di rotazione attraverso una molla di ostanteelastia h e lunghezza di riposo nulla. Il modello dinamio assoiato è desritto dal seguente sistema diequazioni non lineari:

mẍ = F − mg sin θ − Caẋ + mxθ̇2 − hx

(J + mx2)θ̈ = −kθ − mx(g cos θ + 2ẋθ̇) − τdove J è il momento di inerzia assoiato alla piattaforma, Ca il oe�iente di attrito e g l'aelerazionegravitazionale.Si onsiderino i seguenti valori numerii: m = 0.15 kg, J = 750 kgm2, Ca = 1.5Ns/m e g = 9.81m/s2.A Si onsideri inizialmente il sistema on il solo ingresso di ontrollo F (τ = 0).A1) Si determinino le relazioni tra x e θ he aratterizzano gli equilibri del sistema;A2) si disuta la stabilità dell'equilibrio orrispondente a θ̄ = 0, al variare delle ostanti elastihe
h e k;A3) assumendo i valori numerii h = 0.1 N/m e k = 5 Nm/rad, e supponendo di poter agire sulsistema tramite la forza F e di poter misurare l'angolo della piattaforma θ, si progetti unontrollore in grado di stabilizzare il sistema e di garantire un errore nullo per inseguimentodi un ingresso a gradino.B Si onsideri adesso il sistema on il solo ingresso τ (F = 0).B1) Si onfronti la funzione di trasferimento tra l'ingresso τ e l'usita θ on quella ottenuta inpreedenza per il rapporto tra F e θ, e si disutano le di�erenze dandone un'interpretazione�sia;B2) si progetti un ontrollore he permetta di stabilizzare l'usita θ utilizzando l'ingresso diontrollo τ .



SoluzioneA Posto x = [x, θ, ẋ, θ̇] = [x1, x2, x3, x4] , l'equazione dinamia in forma di stato del sistema ha laseguente forma
ẋ = f(x, u) =
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A1 Gli equilibri si ottengono ponendo f(x, u) = 0 on ẍ = θ̈ = ẋ = θ̇ = 0.






F − mg sin θ − hx1 = 0

−kθ − mgx1 cos θ = 0
→



















x =
F̄ − mg sin θ

h

x =
−kθ

mg cos θ

(1)Dalla (1) si può failmente vedere he il punto F = 0, x = 0, θ = 0 è un punto di equilibrio.Supponiamo F = 0 e θ 6= 0. Otteniamo
sin θ cos θ

θ
=

hk

m2g2
(2)
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Figura 2: Punti di equilibrioPoihè sin θ cos θ = 1

2
sin 2θ otteniamo

1

2
sin 2θ =

hk

m2g2
θ, (3)he può essere studiata gra�amente al �ne di determinare qualitativamente l'andamento degliequilibri al variare della ostante C = hk

m2g2 . Le intersezioni fra le due urve in Fig. 2 ostitui-sono i punti di equilibrio del sistema nel aso in ui F = 0. Come si può failmente vedere i



valori dei parametri h, k, m in�uenzando direttamente il valore di C e determinano il numerodelle soluzioni, il quale derese all'aumentare del modulo di C (C = 0.23 retta di olore blu;
C = 0.11 retta di olore verde; C = 0.0.06 retta di olore rosso).A2 Il punto di equilibrio onsiderato è quello orrispondente a x = θ = F = 0. Il sistemalinearizzato risulta
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F.Al �ne di valutare la stabilità del punto di equilibrio assegnato al variare delle ostanti elastihe
h e k, aloliamo la funzione di trasferimento tra θ e F , e ne analizziamo il polinomio aldenominatore utilizzanto il metodo di Routh-Hourwitz. Per alolare la f.d.t utilizziamo latrasformata di Laplae riavando X(s) dalla seonda equazione e sostituendolo nella primaottenendo Θ(s) in funzione di F (s)

s2X(s) =
F (s)

m
−

hX(s)

m
−

CasX(s)

m
− gΘ(s)

X(s) =
F (s) − gmΘ(s)

h + Cas + ms2
(4)

s2Θ(s) = −
gmX(s)

J
−

kΘ(s)

J
(5)

P (s) =
Θ(s)

F (s)
=

−gm

Jms4 + JCas3 + (km + Jh)s2 + KCas + (hk − g2m2)Poihè la domanda rihiede di analizzare la stabilità del punto di euilibrio al variare dei va-lori delle ostanti elastihe del sistema, è possibile sostituire nella f.d.t tutti i valori ostantiassegnate, tranne quelli di h e k. Otteniamo
P (s) =

Θ(s)

F (s)
=

−1.47

112.5s4 + 1125s3 + (750h + 0.15k)s2 + 1.5ks + (hk − 2.1609)
.Costruiamo la tabella di Routh

112.5 750h + 0.15k hk − 2.1609

1125 1.5k

750h hk − 2.1609

3.2414

h

(hk − 2.1609)Il Criterio di Routh- Hourwitz a�erma he il numero di ambiamenti di segno della primaolonna della tabella, qualora tutti ben de�niti, india il numero di radii positive del polino-mio analizzato (in questo aso poli instabili). Al �ne di ottenere la stabilità dell' equilibriodobbiamo avere






h ≥ 0
h > 0
hk − 2.1609 ≥ 0

→ h >
2.1609

k



A3 Sostituendo i valori assegnati la f.d.t del sistema risulta
P (s) =

−0.01307

s4 + 10s3 + 0.6733s2 + 0.06667s− 0.01476he ha due poli omplessi oniugati a parte reale negativa, uno reale negativo ed uno realepositivo
p1 = −9.9329
p2 = −0.0735 + 0.1149i
p3 = −0.0735− 0.1149i
p4 = 0.0799.In Fig. 3 è riportato il luogo delle radii della funzione di trasferimento tra l'angolo θ e laforza F .
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Figura 3: Luogo delle radii della f.d.t. tra l'angolo θ e la forza F (P (s)).Le spei�he rihiedono la progettazione di un ontrollore in grado di stabilizzare il sistema edin grado di inseguire un ingresso di riferimento a gradino on errore nullo.Al �ne di ottenere un errore nullo per inseguimento di un ingresso a gradino, è neessarioinserire nel ontrollore un integratore. Essendo rihiesta solo la stabilità, è possibile proede-re on la progettazione di un unio ontrollore, utilizzando ad esempio il luogo delle radii.L'arhitettura del sistema di ontrollo risulta quella di Fig. 4.Per poter stabilizzare la funzione in ilo hiuso si può proedere erando di spostare versosinistra i rami del luogo delle radii (Fig. 5) in modo he i poli della f.d.t in ilo hiuso risultinonel semipiano negativo. Inserendo due oppie di zeri omplessi oniugati (−1.3±0.75j,−0.25±
0.5j) ed alzando il valore del guadagno statio del ontrollore si riese a soddisfare entrambele spei�he. Introduendo tre poli, ad esempio in −50 per rendere il ontrollore realizzabile,il ontrollore utilizzato risulta

C = −500
(1 + 1.2s + 0.4489s2)(1 + 1.2s + 3.24s2)

s(1 + 0.02s)3



P (s)
r yC(s)

sFigura 4: Struttura di ontrollo on singolo ontrollore
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Figura 5: LLe �gure seguenti riportano il luogo delle radii (Fig. 6(a),6(b), il diagramma di bode (Fig.7), e la risposta del sistema ontrollato per un riferimento ad un gradino unitario (Fig. 8).In alternativa sarebbe stato possibile utilizzare la tenia del doppio anello di ontrollo (Fig. 9)progettando prima un ontrollore in grado di stabilizzare il sistema (C(s)), e suessivamenteprogettare il ontrollore in grado di garantire errore nullo per inseguimento di un ingressoa gradino (C1(s)) sul nuovo sistema ottenuto dalla retroazione del sistema originale on ilontrollore stabilizzante.B B1 La funzione di trasferimento tra l'ingresso θ e l'usita θ può essere sempliemente alolata uti-lizzando la trasformata di Laplae partendo dalle equazioni 4 e 5. In partiolare, ponendo
F (s) = 0 in 4 ed aggiungendo il termine relativo alla oppia τ(s) in 5, otteniamo

Θ(s)

τ(s)
=

h + Cas + ms2

Jms4 + JCas3 + (km + Jh)s2 + KCas + (hk − g2m2)
.La f.d.t. ovviamente ha lo stesso denominatore e quindi il sistema ha gli stessi poli; tuttaviaadesso il numeratore non è ostante, ma vi sono due zeri reali negativi. Questo risulta essereabbastanza intuitivo in quanto agendo sulla oppia τ è possibile intervenire direttamente sulvalore dell'angolo θ, he quindi risentirà in modo più veloe di ogni attuazione e�ettuata
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Figura 6: Luogo delle radii del sistema ontrollato (a); dettaglio per valori viino all'origine (b)attraverso l'ingresso τ . La di�erenza poli-zeri, o grado relativo, di una f.d.t. è infatti un indiedi quanto direttamente un ingresso agise su una usita (il onetto è hiarissimo nei sistemitempo disreto, dove il grado relativo oinide on il primo ampione della usita he risentedell'ingresso).Inoltre, a ausa della presenza degli zeri è possibile, assegnate le ondizioni iniziali, trovareun partiolare valore dell'ingresso τ tale per ui non si produe nessuna variazione sull'angolomisurato θ. In partiolare, ad esempio nel aso in ui Ca = 0, una volta assegnate le ondizioniiniziali, (sia x = −2)è possibile trovare un ingresso sinusoidale (Fig. 10(a))
U = D cos(ωt) D = 2.94 , ω = 0.816496837599,in grado di garantire in ogni instante la ompensazione della forza peso della massa, in modohe questa osilli (Fig. 10(b))senza produrre nessuno sostamento sull'angolo θ (Fig. 10()).B2 La Fig. 11 riporta il luogo delle radii della f.d.t tra l'angolo θ e la oppia τ .La spei�a rihiede la stabilizzazione del sistema in ilo hiuso. La spei�a può essere sem-pliemente rispettata utilizzando un ontrollore proporzionale on valori di guadagno negativipiuttosto elevati. In alternativa è possibile realizzare un ontrollore più omplesso in grado dispostare i rami del luogo delle radii, e di onseguenza anhe i poli, nel semipiano negativo.Proediamo nello stesso modo già utilizzato nel punto A3 inserendo una oppia di zeri om-plessi oniugati in −2.75± 1.25 e impostando opportunamente il guadagno del ontrollore. Al�ne di rendere il ontrollore realizzabile inseriamo anhe due poli in -5. Il ontrollore risulta

C(s) = −10
1 + 0.6s + 0.1089s2

(1 + 0.2s)2Le �gure 12, 13 riportano il luogo delle radii ed il diagramma di bode del sistema ontrollato.
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Figura 7: Diagrammi di Bode del sistema ontrollato
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Figura 8: Risposta del sistema ontrollato per un riferimento a gradino unitario
P (s)

r y
C(s)C1(s)

sFigura 9: Arhitettura di ontrollo a doppio anello.
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Figura 10: Risultati della simulazione del sistema appliando ome ingresso u(t) = D cos(ωt), on D =
2.94, ω = 0.816496837599 10(a) e le orrispondenti variazioni su θ 10() e su x 10(b).
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Figura 11: Luogo delle radii delle f.d.t. tra θ e τ .
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Figura 12: Luogo delle radii del sistema ontrollato.



10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

−180

−150

−120
P.M.: Inf
Freq: NaN

Frequency (rad/sec)

P
ha

se
 (

de
g)

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

G.M.: 4.41 dB
Freq: 0 rad/sec
Unstable loop

Open−Loop Bode Editor for Open Loop 1 (OL1)

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

Figura 13: Diagramma di Bode del sistema ontrollato.


